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 7/6/2014:                                       الفرقة الثالثــــة                     التاریخالتربیة : ة ـكلی
  ساعــــة:                       دوال خاصة ومعادلات تفاضلیة جزئیة        الزمن  الكیمیاء: شعبة 

====================================================== 
   :ا الأول منھم السؤال  مما یأتي على أن یكونسؤالین فقطأجب عن 

 
a-1  أوجد قیمة التكاملات آلاتیة مستخدما تعریف دالة جاما ودالة بیتا:  

    
3 42

0
xx e dx

                       (2)-
12 2 2sin ( )cos ( )

0
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

      (1)- 

b-1  حل المعادلة التفاضلیة الآتیة مستخدما  طریقة فروبنیوس  
2

2 ( 1) 3 02
d y dyx x y

dxdx
     

  .xفي صورة متسلسلة قوى 
2-a  أثبت أن  

                  ( ) 9 ( ) 5 ( ) ( )5 4 2 0P x P x P x P x    

)حیث  )P xnود لاجندر ھي كثیرة حد.  
2-b أوجد حل معادلة لابلاس  

0u uxx yy   

  .مستخدما طریقة فصل المتغیرات
  

3-a   أثبت العلاقة التكراریة الآتیة  

( ) ( ) ( )1xP x P x nP xn nn
    

)حیث  )P xnھي كثیرة حدود لاجندر .  
3-b   أوجد حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة الآتیة  

                                              5u u
x y
 
   
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  :a-1إجابة السؤال 
  
 :من تعریف دالة بیتا –) 1(

(1) 2 2 12 1( , ) 2 sin ( )cos ( )
0

yxx y d



      

) وحیث أن  , ) ( , )x y y x  فإن) 1(لة الدالة بیتا في ثم مقارنة التكامل المعطى بدلا:  
  

3 1 32 1 2 , 2 1
2 2 4

x x y y          1إذن التكامل المعطى یساوى 3 3( , )
2 2 4
 وبما أن  

4 33 3 1 1 3 ( )( ) ( ) ( ). ( )( ) ( ) 1 3 3 1 1 5 42 4 2 2 4( , ) ( , ) 9 5 1 1 1( ) 2 2 4 2 2( ) . . ( ) ( )4 4 4 4 4

x yx y
x y


 

        
    

     

3
2

2

4 2
51 3 3 1 3 3( ). ( ) cos ( ) ( ) ( , )1 14 4 4 4 2 2 4( )sin( ) [ ( )]4 4 4

ec
        

 
   

)1 حیث   )
2

  .  

  :ن تعریف دالة جاما م- ) 2( 
  

)2(                         1( ) , 0
0

t xx e t dt x
     

  نفرض أن 

 (3)             
1 314 4 4y

4
x x y dx y dy


        

0y إلى 0xبالنسبة لحدود التكامل تتغیر من و   ومنx إلى y  . من  ثم بالتعویض
  في التكامل المعطى نحصل على) 3(

1
4

3 33
18 84
40 0

y yy e y dy y e dy
     

5نجد أن ) 2( التكامل السابق مع الصورة القیاسیة لدالة جاما في بمقارنة
8

31
8

x x      أي

5 یساوى دالة جاما للعدد لمقدار التكام
8

1مضروبا في  
4

  إذن     .  

        1 1
4 4

3
58 ( )
80

yy e dy



     

   
  :b-1إجابة السؤال 
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0xبما أن  نقطة شاذة وحیث   
2(1 ) 1 3lim , lim 0

2 2 20 0
x x x
x xx x

  
 

  

0xفإن   نقطة شاذة منتظمة .  
  

 على الصورة لذلك نفرض الحل
0

n ry C xnn

  


   نحصل على  

1 2( ) , ( )( 1)
0 0

n r n ry C n r x y C n r n r xn nn n

           
 

   

  :نحصل علىالمعطاة بالتعویض في المعادلة التفاضلیة 
12 ( )( 1) ( )

0 0
n r n rC n r n r x C n r xn nn n

        
 

  

1( ) 3 0
0 0

n r n rC n r x C xn nn n

       
 

  

1( )(2 2 1) ( 3) 0
0 0

n r n rC n r n r x C n r xn nn n


          
 

  

1nمعامل بمساواة  rx   الصفرب  
( )(2 2 1) ( 2) 0 (4)1C n r n r C n rn n         

0nنضع           2)نحصل على 1) ( 2)] 00 1C r r C r       
,0حیث 00 1C C  اختیاریة  

 2)1   المعادلة الدلیلیة ھي 1) 0 0,
2

r r r     .  

)لى       نحصل ع) 4(من المعادلة  2) ; 11( )(2 2 1)
n rC C nn nn r n r

     
   

   المعادلة الدلیلیة جذريبالتعویض عن 
1 (0r                            ( 2) ; 11(2 1)

nC C nn nn n
   

   

023 4 ( 4)( 3) 5 23 , , ,........1 0 0 2 1 0 3 2 01(1) 2(3) (2)(3) (3)(5) 3
CC C C C C C C C C

              

2 (1 2r    

                          
5

2
1 )2

( )(2 4)
; 11( (2 )

n n
C C nn nn n

  
  
   

1 0 0
7 9 21 11,
6 4(5) 40 18

7 ,1 0 0 2 32(3)
C CC C C C C C

         

10C لذلك نعتبر  اختیاریة0Cحیث إن     الحل العام یكون على الصورة  
2 7 21 112 3 2 3[1 3 2 ...] [1 ..]
3 6 40 80

y A x x x B x x x x               حیث,A B تان  ثاب  
  .اختیاریان
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  :a-2إجابة السؤال 
 

  من العلاقة التكراریة 
( ) ( ) (2 1) ( )1 1P x P x n P xnn n       

4nبوضع    نحصل على  
( ) ( ) 9 ( ) *5 3 4P x P x P x    

2nبوضع   نحصل على  
( ) ( ) 5 ( ) **3 1 2P x P x P x    

   نجد أن **,*بجمع المعادلتین  
( ) ( ) 9 ( ) 5 ( ) ***5 1 4 2P x P x P x P x     

)ولكن  ) ( ) 1 ( )1 1 0P x x P x P x     تصبح على الصورة***  إذن المعادلة السابقة  

 ( ) 9 ( ) 5 ( ) ( ) ***5 4 2 0P x P x P x P x   وھو المطلوب اثباتھ         .  

  :b-2إجابة السؤال  
  

)نفرض الحل على الصورة  , ) ( ). ( )1 2u x y f x f y  وعلى ذلك فإن   

. , .1 2 1 2u f f u f fxx yy    
1.والقسمة على لابلاس  معادلة فيوبالتعویض  2f f نحصل على   

1 2. . 0 01 2 1 2
1 2

f f
f f f f

f f

 
       

ولكى تتحقق المعادلة لابد أن كل  yوالطرف الأیمن دالة في  xوحیث أن الطرف الأیسر دالة في 
  kطرف یساوى نفس الثابت ولیكن 

1 2,
1 2

f f
k k

f f

 
    

(أي                           kیكون لدینا ثلاث حالات للثابت  0 , ) 0 , ) 0i k ii k iii k     
2 2 2) 0 0 , 01 1 2 2i k k f f f f             

  وبحل المعادلتین نحصل على
, cos( ) sin( )1 1 1 2 2 2

x xf A e B e f A y B y         

) یكون الحل العام                      وبذلك , ) ( )( cos( ) sin( ))1 1 2 2
x xu x y A e B e A y B y       

  
) 0 0 , 01 2ii k f f       

  وبحل المعادلتین نحصل على
,1 1 1 2 2 2xf A B f A y B      

)                                                    وبذلك یكون الحل العام   , ) ( )( )1 1 2 2xu x y A B A y B    
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2 2 2) 0 0 , 01 1 2 2i k k f f f f              

  وبحل المعادلتین نحصل على
cos( ) sin( ),1 1 1 2 2 2

y yf A x B x f A e B e         
  وبذلك یكون الحل العام

                      ( , ) ( cos( ) sin( ))( )1 1 2 2
y yu x y A x B x A e B e       
  :a- 3إجابة السؤال 

  
  ثیرات حدود لاجندر تعرف من الدالة المولدة منك

1
2 2(1 2 ) ( ) (1)

0
nhx h h P xnn

 
   


  

  نحصل على xبالنسبة للمتغیر ) 1(بتفاضل المعادلة 
3

1 2 2(1 2 ) ( 2 ) ( ) (2)
2 0

nhx h h h P xnn

 
     


  

               أي أن
3

2 2(1 2 ) ( ) (3)
0

nh hx h h P xnn

 
   


  

)في ) 3( المعادلة طرفيبضرب  )x hنحصل على   

(4)
3

2 2( )(1 2 ) ( ) ( )
0

nh x h hx h x h h P xnn

 
      


  

  أنبما و
3

2 12( )(1 2 ) ( )
0

nx h hx h nh P xnn

      


  

  نجد أن) 4(فى المعادلة بالتعویض 
1 ( ) ( ) ( )

0 0
n nh nh P x x h h P xn nn n

    
 

  

  فى كل من طرفى المعادلة السابقة نحصل على  nhبمساواة معاملات 
( ) ( ) ( )1nP x xP x P xn n n      

)                 إذن                        ) ( ) ( )1xP x P x nP xn nn    

 :b-3إجابة السؤال
  

)نفرض أن الحل  یمكن وضعھ على الصورة  , ) ( ). ( )1 2u x y f x f y  ومن ذلك نجد أن   
. , .1 2 1 2u f f u f fx y    

1.وبالتعویض في المعادلة والقسمة على  2f f نحصل على   
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51 2. 5 .1 2 1 2
1 2

k
f f

f f f f
f f

   
 

   

ولكى تتحقق المعادلة لابد أن كل  yوالطرف الأیمن دالة في  xوحیث أن الطرف الأیسر دالة في 
  kطرف یساوى نفس الثابت ولیكن 

1 2,
5 1 2

f f
k k

f f

 
    

  وبحل المعادلتین نحصل على
5 ,1 2

kykxf Ae f Be    

5)وبذلك یكون الحل العام                       )( , ) C k x yu x y e   
  

*************************  

  


