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   قسم الریاضیـــات– كلیة العلوم -جامعة بنهـا 

  )  ریاضیات شعبة -تربیة عام (ثالثةالفرقة ال

  الفصل الدراسي الثانــي

   م2014 / 6 / 9  ثنینلاا: یوم الامتحان
    دوال خاصة + معادلات تفاضلیة جزئیة : المادة 

  خلیل محمد خلیل محمد /. د : أستاذ المادة 

  ت بكلیة العلوممدرس بقسم الریاضیا

  نموذج إجابته+ صورة من الامتحان
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  9/6/2014:                                       الفرقة الثالثــــة                     التاریخالتربیة : ة ـكلی
  ساعـــتین:                  دوال خاصة ومعادلات تفاضلیة جزئیة        الزمن  الریاضیات: شعبة 

======================================================: 
  -: یأتيعماأجب 

a-1 
  

 :برھن  أن العلاقة التي تربط بین دالة بیتا ودالة جاما تعطى كالتالى
( ) ( )( , )
( )
x yx y
x y

  
      حیث   ,x y R.  

b-1  وجد قیمة التكاملات الآتیةمستخدما تعریف دالة جاما ودالة بیتا أ:  

3
0

xxe dx
      (ii)-                   

2 2
tan( )

sin( )0 0
d d

 
  
 (i)-    

2-a  حل المعادلة التفاضلیة الآتیة مستخدما  طریقة فروبنیوس 

  
2

(1 ) 3 2 02
d y dyx x y

dxdx
         في صورة متسلسلة قوىx.  

2-b      أثبت أن          ( ) 9 ( ) 5 ( ) ( )5 4 2 0P x P x P x P x    

)حیث  )P xnھي دالة لجندر .  
3-a  أثبت العلاقة التكراریة الآتیة  

0)()()12()()1( 11   xnPxxPnxPn nnn  
)حیث  )P xnھي كثیرة حدود لاجندر  

3-b   أوجد حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة الآتیة  

                  7u u
x y
 


 

)3          بحیث تحقق الشرط       , ) 2 yu o y e  

4-a حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة الآتیة:  
                                              0u uxxt   

,0)بحیث تحقق الشروط    ) ( , ) 0, ( ,0) 2sin(4 )u t u t u x x  .  
4-b سأوجد حل معادلة لابلا  

0u uxx yy   
 

 
  تمنیاتي لكم بالتوفیق

  
  خلیل محمد./ د
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 :a-1إجابة السؤال 
)باستخدام تعریف دالة جاما : البرھان )x على الصورة الآتیة  

1( ) , 0 (1)
0

t xx e t dt x
      

2بوضع  22 , t w 2t z dt zdz dt wdw       ننجد أ) 1( ثم بالتعویض في:  

 2 2 2 12 1( ) 2 , 0 , ( ) 2 , 0 (2)
0 0

yz x wx e z dz x y e w dw y
            

  :نحصل على) 2(بضرب العلاقتین في 

0

2 2( ) 2 12 1( ) ( ) 4 ........(3)
0

z w yxx y e z w dzdw
        

cos   باستخدام الإحداثیات القطبیة الآتیة , sinz r w r     نجد أن) 3(في المعادلة:  

2 2 1 2 1

00

2 1 2 1

0

2

2

2( ) 1( ) ( ) 4 cos sin

2 ( ) cos sin ( ) ( , )

x y

r

x y

x y rx y r e dr d

x y d x y x y









  

   

 



 




     

     


  

  إذن نجد أن 
( ) ( )( , )
( )
x yx y
x y

  

 

 

  :b-1السؤال إجابة 
  
 :من تعریف دالة بیتا –) 1(

(1) 2 2 12 1( , ) 2 sin ( )cos ( )
0

yxx y d



      

) وحیث أن  , ) ( , )x y y x   التكامل الأولفإن) 1(ثم مقارنة التكامل المعطى بدلالة الدالة بیتا في  
1حیث  1 12 1 , 2 1 0

2 4 2
x x y y          والتكامل الثاني  

1 1
2 2 2 2Tan sin cos
0 0

d d

 

    


  1ذن التكامل المعطى یساوى إ 1 1 1 3 1( , ). ( , )
2 4 2 2 4 4
  وبما أن  

2

.
1

1 1 3 1( ) ( ) ( ). ( )( ) ( ) 1 1 1 1 3 1 1 14 2 4 4( , ) ( , ). ( , ) 3( ) 2 4 2 2 4 4 2 2 ( )( )4
1[ ( )]

4 4

x yx y
x y

  



      
  

 

     

)1 حیث   )
2

  .  

  :ن تعریف دالة جاما م- ) 2( 
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)2(                         1( ) , 0
0

t xx e t dt x
     

  نفرض أن 

 (3)             
1 2

13 3 3y
3

x x y dx y dy


        

0y إلى 0xبالنسبة لحدود التكامل تتغیر من و   ومنx إلى y   . من ثم بالتعویض
  في التكامل المعطى نحصل على) 3(

1
3

1 2 1
16 3 2
30 0

y yy e y dy y e dy
      

1نجد أن ) 2( التكامل السابق مع الصورة القیاسیة لدالة جاما في بمقارنة
2

11
2

x x      أي

1 یساوى دالة جاما للعدد لمقدار التكام
2

1مضروبا في  
3

  إذن     .  

        1 1 .
3 3 3

1
12 ( )
20

yy e dy 


      

  :a-2إجابة السؤال 
  

0xبما أن  نقطة شاذة وحیث   

3
23 2lim , lim 0

(1 ) (1 )0 0
x x

x x x xx x


  
  

  

0xفإن   نقطة شاذة منتظمة .  
  

لذلك نفرض الحل على الصورة 
0

n ry C xnn

  


   نحصل على  

1 2( ) , ( )( 1)
0 0

n r n ry C n r x y C n r n r xn nn n

           
 

   

  :نحصل علىالمعطاة في المعادلة التفاضلیة بالتعویض 
1( )( 1) ( )( 1)

0 0
n r n rC n r n r x C n r n r xn nn n

          
 

  

13 ( ) 2 0
0 0

n r n rC n r x C xn nn n

       
 

  

1nمعامل بمساواة  rx   بالصفر  
( )( 1) ( 1)( 2) 3 ( ) 2 01 1

( )( 4) ( )( 3) 0 (1)1

C n r n r C n r n r C n r Cn nn n
C n r n r C n r n rn n

           
        

   

0nنضع           نحصل على( 4) ( 3)] 00 1C r r C r r       
,0حیث 00 1C C  اختیاریة  
 4   المعادلة الدلیلیة ھي( 4) 0 0,r r r     .  
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)نحصل على       ) 4(من المعادلة  )( 3) ( 3) ; 11( )( 4) ( 4)
n r n r n rC C nn nn r n r n r


         

   

.2 1 1 2 1, ,1 0 2 1 0 03 2 2 3 3

,........3 2 01 3

r r r r rC C C C C C
r r r r r
r rC C C

r r

 
      
    

 
 

   

  
10Cنعتبر  لذلك  اختیاریة0Cحیث إن    

2 32 1( , ) [1 ....]
3 3 3

r r r ry x r x x x x
r r r
 

    
  

  

0rحیث جمیع المعاملات معرفة عند   على ذلك فإن   
4 2 3

1 y( ,4) [1 2 3 4 ....]y x x x x x       
  ویكون الحل الثانى 

2 4
2

2 1 1( ,0) [1 0 ....]
3 3 3

y y x x x x        

 الصورة الحل العام یكون على   
4 2 3 2 4

1 2
2 1 1[1 2 3 4 ....] [1 0 ....]
3 3 3

x x x x x x xy y y                   

  :b-2إجابة السؤال 
 

  من العلاقة التكراریة 
( ) ( ) (2 1) ( )1 1P x P x n P xnn n       

4nبوضع    نحصل على  
( ) ( ) 9 ( ) *5 3 4P x P x P x    

2nبوضع   نحصل على  
( ) ( ) 5 ( ) **3 1 2P x P x P x    

   نجد أن **,*ع المعادلتین  بجم
( ) ( ) 9 ( ) 5 ( ) ***5 1 4 2P x P x P x P x     

)ولكن  ) ( ) 1 ( )1 1 0P x x P x P x     تصبح على الصورة***  إذن المعادلة السابقة  

 ( ) 9 ( ) 5 ( ) ( ) ***5 4 2 0P x P x P x P x   وھو المطلوب اثباتھ         .  

  :a-3إجابة السؤال  
 
  ثیرات حدود لاجندر تعرف من الدالة المولدة منك

1
2 2(1 2 ) ( ) (1)

0
nhx h h P xnn

 
   


  

  نحصل على hبالنسبة للمتغیر ) 1(بتفاضل المعادلة 
3

1 2 12(1 2 ) ( 2 2 ) ( ) (1)
2 0

nhx h x h nh P xnn

        

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أي أن               
3

2 12( )(1 2 ) ( ) (2)
0

nx h hx h nh P xnn

      


  

1)2في ) 2(بضرب طرفي المعادلة  2h )x h نحصل على   
1

2 2 12( )(1 2 ) (1 2 ) ( )
0

nx h hx h hx h nh P xnn

        


  

  نحصل على) 1(باستخدام المعادلة 
2 1( ) ( ) (1 2 ) ( )

0 0
n nx h h P x hx h nh P xn nn n

      
 

  

  فى كل من طرفى المعادلة السابقة نحصل على  nhبمساواة معاملات 
( ) ( ) (n 1) ( ) 2 ( ) (n 1) ( )1 1 1xP x P x P x nxP x P xn nn n n          

)1()()12()()(0                 إذن                        11   xnPxxPnxPn nnn  
  :b-3إجابة السؤال

)نفرض أن الحل  یمكن وضعھ على الصورة  , ) ( ). ( )1 2u x y f x f y  ومن ذلك نجد أن   
. , .1 2 1 2u f f u f fx y    

1.وبالتعویض في المعادلة والقسمة على  2f f نحصل على   

71 2. 7 .1 2 1 2
1 2

k
f f

f f f f
f f

   
 

   

ولكى تتحقق المعادلة لابد أن كل  yوالطرف الأیمن دالة في  xوحیث أن الطرف الأیسر دالة في 
  kطرف یساوى نفس الثابت ولیكن 

1 2,
7 1 2

f f
k k

f f

 
    

  وبحل المعادلتین نحصل على
7 ,1 2

kykxf Ae f Be    

7)وبذلك یكون الحل العام                       )( , ) C k x yu x y e   
2وبتطبیق الشرط المعطى         23(0, ) , 3ky yu y ce e c k        

2ویكون الحل على الصورة                           3(7 )( , ) x yu x y e                                                      
 :a-4إجابة السؤال

)نفرض الحل على الصورة  , ) ( ). ( )1 gu x t f x t  وعلى ذلك فإن   

. , .g gu f u fxx t    
   نحصل على gf.وبالتعویض في معادلة لابلاس والقسمة على 

. . gg g
g

ff f
f





    
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ولكى تتحقق المعادلة لابد أن كل  tوالطرف الأیمن دالة في  xوحیث أن الطرف الأیسر دالة في 
  cطرف یساوى نفس الثابت ولیكن 

, g
g

f c c
f


   

(أي                           kیكون لدینا ثلاث حالات للثابت  0 , ) 0 , ) 0i c ii c iii c     
2 2 2) 0 0 , 0g gi c c f f            

  وبحل المعادلتین نحصل على
2

2 ,1 2
x x tf B e B e g Ae        

)2وبذلك یكون الحل العام                       , ) ( )1 2
x x xu x y e A e A e      

)  لا یحقق الشرط المعطىلأنھمستحیل وھذا  ,0) 2sin(4 )u x x  
)c 0 0 , 0ii f g       

  وبحل المعادلتین نحصل على
,1 2x gf B B A     

1وبذلك یكون الحل العام                                                       2( , ) ( )xu x t A A   
)  لا یحقق الشرط المعطىلأنھمستحیل وھذا  ,0) 2sin(4 )u x x  

  
2 2 2) 0 0 , 0g gi c c f f             

  وبحل المعادلتین نحصل على
2cos( ) sin( ),1 1 2
tgf B x B x Ae        

  ذلك یكون الحل العاموب
                      2( , ) ( cos( ) sin( ))1 2

tu x t A x A x e      
9الشروط المعطاة نجد أ، وباستخدام 

23, 4 ( , ) 2 sin(4 )tA u x t e x       
 

 :b-4إجابة السؤال
  

)نفرض الحل على الصورة  , ) ( ). ( )1 2u x y f x f y  وعلى ذلك فإن   

. , .1 2 1 2u f f u f fxx yy    
1.وبالتعویض في معادلة لابلاس والقسمة على  2f f نحصل على   

1 2. . 0 01 2 1 2
1 2

f f
f f f f

f f

 
       

ولكى تتحقق المعادلة لابد أن كل  yوالطرف الأیمن دالة في  xوحیث أن الطرف الأیسر دالة في 
  kطرف یساوى نفس الثابت ولیكن 
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1 2,
1 2

f f
k k

f f

 
    

(أي                           kیكون لدینا ثلاث حالات للثابت  0 , ) 0 , ) 0i k ii k iii k     
2 2 2) 0 0 , 01 1 2 2i k k f f f f             

  وبحل المعادلتین نحصل على
, cos( ) sin( )1 1 1 2 2 2

x xf A e B e f A y B y         

)وبذلك یكون الحل العام                       , ) ( )( cos( ) sin( ))1 1 2 2
x xu x y A e B e A y B y       

  
) 0 0 , 01 2ii k f f       

  وبحل المعادلتین نحصل على
,1 1 1 2 2 2xf A B f A y B      

)وبذلك یكون الحل العام                                                       , ) ( )( )1 1 2 2xu x y A B A y B    
  

2 2 2) 0 0 , 01 1 2 2i k k f f f f              
  وبحل المعادلتین نحصل على

cos( ) sin( ),1 1 1 2 2 2
y yf A x B x f A e B e         

  ذلك یكون الحل العاموب
                      ( , ) ( cos( ) sin( ))( )1 1 2 2

y yu x y A x B x A e B e       
*************************  

  


